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Résumé. Soit p un nombre premier. Nous établissons l'existence de neutralisations de divers 
complétés de l'algèbre de Weyl quantique spécialisée en une racine de l'unité primitive d'ordre 
p (qui est "génériquement" une algèbre d'Azumaya) et donnons en particulier un énoncé de neu- 
tralisation explicite relevant celui construit en caractéristique p dans [3] ■ 



Introduction 

Si X désigne un schéma lisse sur un corps parfait k de caractéristique p > 0, il est bien connu 
que le centre ZV^ de l'algèbre des opérateurs de niveau (c'est-à-dire ceux "sans puissances 

divisées" ) sur X est "gros" et que T>jp est une algèbre d'Azumaya sur ZV^P (cf. par exemple 
[S] pour un rappel). Cette propriété, raffinée par la donnée d'une neutralisation d'une complétion 
centrale de T>^, donne lieu à diverses applications intéressantes (correspondance de Simpson en 
caractéristique positive [5], classification d'équations différentielles (7|, étude des représentations 
d'algèbres de Lie modulaires [2]...-). Des variantes de certaines de ces applications existent (e.g. [5]) 
dans un contexte "quantique" qui fournit donc un cadre possible pour rechercher des relèvements 
modulo p n (n > 1) de la correspondance de Simpson en caractéristique p décrite dans [3J. Dans 
cette note, nous donnons des neutralisations explicites de deux complétions de l'algèbre de Weyl 
quantique D 9 (spécialisée en une racine primitive de l'unité q d'ordre p) , qui est "génériquement" 
(cf. par exemple pQ, Prop. 2.3) une algèbre d'Azumaya. La plus intéressante d'entre elles (cf. 4.1.3) 
relève celle obtenue en caractéristique p > dans [3J, Thm. 4.13 et est la clef de l'obtention 
des relèvements modulo p n auxquels on vient de faire allusion. Dans un travail ultérieur, nous 
montrerons comment ce point de vue permet de reconsidérer certains développements de la théorie 
des équations aux g-différences. 



1 Notations 

Nous noterons q une racine primitive de l'unité (dans une clôture algébrique Q de Q fixée) d'ordre 
p premier. Pour n > 1, on pose [n] = 1 + q + ... + q"" 1 et [n]! = [n].[n — 1]...[2].[1]. Notons qu'on a 

M = o. ' "~ 
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2 Définitions et Préliminaires 



On pose R := Z[g] qu'on verra ci-dessous comme sous-anneau de Q. On notera J l'idéal (maximal) 
de R engendré par 1 — q et l'on identifiera R/ J à F p . La classe de [n] modulo J s'identifie alors 
simplement à la classe de n modulo p dans Z/p ~ F p . 

Lemme 2.1. (i) L'élément q est inversible dans R. 

(ii) Les éléments [i] avec (i,p) = 1 sont inversibles dans R. 

Démonstration, (i) En effet, on a q p = 1. 
(ii) Si i est tel que (i,p) = 1, on peut, dans Q, écrire 

1 - q i 1 - o y 

(2.1.1) - - . 1 _ = 1 dès que ij = l(p). 

Cette égalité vaut en fait dans R et l'assertion en résulte immédiatement grâce au théorème de 
Bézout. □ 

Définition 2.2. On appelle algèbre de Weyl quantique (sous-entendu spécialisée en q) le quotient 
D q de l'anneau non commutatif R (x, S) des polynômes en deux variables x et 8 par l'idéal engendré 
par Sx — qxô — 1. 

L'élément a :— [S, x] := Sx — xô = 1 — (1 — q)xô S D q jouera un rôle important dans la suite. 

On peut faire agir 6 G D ? sur R[x] en posant 5(x n ) = [n]x n ~ 1 . Cette action s'étend en une action 
de D 9 sur R[x] et l'on a a(x) = qx qui est donc un automorphisme de R[x], On dispose ainsi d'un 
morphisme d'algèbres D q —s- Endz(-R[&]) (dont on prendra garde qu'il n'est pas injectif : l'élément 
ô p a pour image l'endomorphisme nul). On notera que S agit sur R[x] comme une cr-dérivation, au 
sens où ô(fg) = S(f)g+a(f)S(g) pour tous /, g G R[x}. Plus bas interviendront diverses complétions 
de D q et de R[x] et nous noterons de la même manière les actions de S et de a. 

Soit D = F p < x, d > /(dx — xd — 1) l'algèbre de Weyl (ordinaire) sur F p qui n'est autre que 
l'algèbre L(Aj ,T^fi ) des sections globales du faisceau des opérateurs différentiels de "niveau 0" 

sur la droite affine Ajy 

Proposition 2.3. L'application 

(2.3.1) Dq ®_R F p ^ D ; 101^1,^1^9 

est un isomorphisme. 

Démonstration. En effet, le module D q (resp. D) est libre de base ô k (resp. d k ) sur R[x] (resp. 

v p [x]).n 

Remarque. On pourrait (comme pour l'algèbre de Weyl ordinaire) introduire une théorie d'algèbre 
de Weyl quantique de niveau m > avec des puissances divisées partielles de 6 (cf. [3] pour le cas 
ordinaire) et développer pour ces algèbres une théorie analogue à celle qui va suivre. 

3 Sur la propriété Azumaya 

Notons Z q le centre de l'algèbre D q et Z(R[x]) le centralisateur de R[x] dans D g . 
Lemme 3.1. On a [^as"] = [S p ,x] = [S p ,x p ] = 0. 

Démonstration. C'est immédiat à partir d'une des deux relations 



2 



(3.1.1) S n x = [n}â n - 1 +q n xS n 

(3.1.2) Sx n = [n}x n ^ + q n x n S 
obtenues par des récurrences sur n. 

Soit R[x p ,ô p ] (resp. R[x,5 p }) l'algèbre commutative des polynômes en les variables x p et ô p (resp. 
x et ô p ). 

Proposition 3.2. (i) L'application canonique R[x p ,5 p ] — > D q induit un isomorphisme 

(3.2.1) R[x p ,ô p ]^Z q . 

(ii) L'application canonique R[x,ô p ] — > D ç induit un isomorphisme 

(3.2.2) R[x,S p ] -=> Z(R[x}). 

n 

Démonstration, (i) Tout élément P G D 9 s'écrit de manière unique P = aj(x)ô i avec a,i(x) G 

i=0 

R[x\. Compte tenu de la relation (3.1.1), la relation de commutation Px — xP implique, en exami- 
nant l'égalité obtenue degré par degré en i dans l'écriture ci-dessus, que i doit être un multiple de p. 
Un argument analogue avec la commutation à 8 (utilisant cette fois (3.1.2)) donne l'appartenance 
de chaque ai(x) à iî[x p ]. 

(ii) On procède de manière analogue. □ 

Dans la suite, pour tout iî-module M, on notera M son séparé-complété J-adique (ou p-adique : 
c'est la même chose car (p) c J et J p G (p)). 

Proposition 3.3. L'algèbre D q est une Z 9 -algèbre d'Azumaya de rang p 2 neutralisée par l'exten- 
sion % -> Z(R\x\). 

Démonstration. Montrons en effet que l'application canonique 

(3.3.1) L\(g)^ZCRî3)^End z -^ ) (L\) ; Q ® Q' ^ (P h> QPQ') 

est un isomorphisme. Les modules en présence étant de même rang p 2 , il suffit d'établir la surjec- 

tivité de (3.3.1). De plus, comme ils sont J-adiquement complets (car de type fini sur Z(R[x])), il 
suffit donc, grâce au lemme de Nakayama, de vérifier la surjectivité de la réduction modulo J de 

(3.3.1) . Comme cette dernière s'identifie (avec les notations évidentes calquées des précédentes) à 

(3.3.2) D® Z Z(F P N) -^End z(Fp[œ]) (D) ; Q ® Q' ^ {P h+ QPQ') 

la surjectivité découle immédiatement du résultat de M. Kaneda rappelé dans [3], thm. 3.7. □ 

Remarques, (i) Rappelons ([T], lemma 2.4) qu'on a a p = 1 — (1 — q) p x p ô p G Z q . On peut alors 
reformuler (une fois étendu ici les scalaires de R à Q) [T], Prop. 2.3 en disant que D q est une 
Z ç -algèbre d'Azumaya au-dessus du lieu d'inversibilité U C Spec(Z g ) de a p . Le lecteur observera 
que passer à la complétion J-adique rend automatiquement a p inversible (car (1 — q) = J). 

(ii) Nous ignorons si l'analogue évident de (3.3.1) avant J-complétion est un isomorphisme au- 
dessus de U (ce qui raffinerait [T], Prop. 2.3). C'est, comme on va le voir tout de suite, par exemple 
le cas pour p = 2 (q = — 1), exemple qui va aussi nous servir à montrer où intervient l'inversibilité 
de o~ p dans la théorie. En effet, si a 2 est inversible, alors, dans la base (1,6) de D g sur Z(R[x]), les 
quatre matrices 

(3.3.3) ,,:=(» ^ ),*=-( J £).*:-(? °),^(^ °) 

forment une base de Endz/RM)(D g ) (au-dessus de U) et l'isomorphisme cherché s'obtient en 
vérifiant que 
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(3.3.4) u := (1 ® x - x ® 1) + 2[x <g> xô - x 2 ® 5] h4 Ei, 

t> := u.(5 1— )■ E2, 
1 (g) cr 2 - v H-> £3, 
1 cr 2 (5 - 1 ® M<S 2 1 ^ £4. 

4 Neutralisation 

Soit 7 l'idéal de Z g engendré par ô p . Dans la suite, pour tout Z g -module M, on notera M son séparé 
complété i-adique. Comme il résultera de la proposition 4.1 ci-dessous, le complété Z q s'identifie 
bien au centre de D g , ne créant ainsi aucune ambiguité dans les notations. Par commodité, nous 
utiliserons librement dans la suite la base {l,x, .... ,x p_1 ) du Z g -module Z(i2[a;]). 

Proposition 4.1. Soient D = {dij)\<i t j< p ,X = {%i,j)\<i,j<p G End^-(Z(iî[x])) les endomor- 
phismes définis (dans la base ci-dessus) par les matrices dont les seuls coefficients non nuls sont les 
suivants : 

S p S p 

(4.1.1) d M+1 = [i] + pour i e [l,p - 1] et dp,i = ^_-n, ! 

(4.1.2) Xi tP = x p et Xi : i-i — 1 pour i G [2,p]. 

Alors, l'application de iî-algèbres R(x,â) — > Endg-(Z(iî[a;])) définie par S i-> D ; x i-> X induit, 
par passage au quotient, un isomorphisme de Z 9 -algèbres 

(4.1.3) -^>End^(ZCR^)). 

De plus, la réduction modulo p de (4.1.3) s'identifie canoniquement à l'isomorphisme du thm. 4.13 
de 0. 

Démonstration. On a donc 



/ ô p 
I [l]+qx p 



D 



\p-l}\ 



[2] + q x 



ô p 
\p-l]\ 



s p 

V [P-1]! 
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/ x p \ 

1 '•• 

x = 1'-. : 

V ••• 1 y 

Les seuls coefficients non nuls de DX (resp. XD) sont situés sur la diagonale et le (j, j)-ième vaut 

XP XP 

(4.1.4) [j] + x p q> -, -rj (resp. [j - 1] + /g^ 1 



pour tout j G [l,p] (avec ici l'abus d'écriture [0] = 0). La matrice — qXD — 1 a donc pour 
(j, j)-ième coefficient 

XP XP 

(4.1-5) [j] + rfV^Tïjï - ï([7 - 1] + ^V" 1 ^jjj - 1) 

qui est effectivement nul car [j] = 1 + q\j — 1] pour tout j G 

On dispose donc bien de l'application (4.1.3). On va ensuite utiliser un argument de réduction 
modulo /. Etablissons tout d'abord le 

Lemme 4.2. L'action naturelle de D ? sur R[x] est i?[ï p ]-linéaire et induit un isomorphisme 
(4.2.1) D q /I ^End R[xP] (R[x]). 

Démonstration. La _R[a; p ]-linéarité résulte du lemme 3.1. Comme les deux modules ont même rang 

p-i 

p sur -ft[a; p ], il suffit de prouver l'injectivité. Or, si l'on choisit un représentant P = cti(x)ô i G D ç 

_ i=0 

de P G Dq/J et si celui-ci vérifie P(x 3 ) = pour tout j G [0,p — 1], on a clairement P = 0. 

Revenons à la démonstration de la proposition : les deux membres de (4.1.3) étant de même rang 
p 2 sur Z q , il suffit de vérifier la surjectivité. Comme ils sont de plus complets, grâce au lemme 
de Nakayama, on est ramené à prouver la surjectivité de la réduction modulo / de (4.1.3). Cette 
réduction s'identifie canoniquement à T isomorphisme (4.2.1) : d'où la proposition. □ 

Remarque. Comme dans [3], (p. 19 warning) on notera que l'application $ : Z ç — > Z q ~ Z(Endz 9 (Z(i?[x]))) 
(Z désignant le centre dans le second membre) ; S p — > D p , x p ~ » X p n'est pas l'identité (mais in- 
duit un automorphisme de Z q ). Nous ignorons si l'extension $ : Z ç —> Z q permet de neutraliser D g 
au-dessus de U. 

Corollaire 4.3. La catégorie des Démodules est équivalente à celle des Z g -modules. 

Démonstration. C'est simplement l'équivalence de Morita qui à un Démodule E associe le Z q - 
module Homg-(Z(iî[a;]),-B) et à un Z 9 -module F associe le Démodule Z(i?[:c]) ®^ F-^ 

Notons maintenant, pour la suite, qu'on dispose d'un isomorphisme Z q ~ R[x] [[^]] ; x p i— > x, S p <— > 

Définition 4.4. Un R[x]-module de Higgs est un module H muni d'un endomorphisme iî[x]-linéaire 
^h- On dit qu'il est quasi-nilpotent si pour tout h G H, il existe d > tel que £,f{(h) = 0. 

Définition 4.5. Une a-dérivation sur un iî[a;]-module M est une application iî-linéaire Dm '■ M — > 
M telle que DM(fm) — S(f)m + a(f)DM(m) pour tous / G R[x], m G M. On dit que celle-ci est 
quasi-nilpotente si pour tout m G M, il existe un entier naturel d tel que D^(to) = 0. 

On a alors le résultat suivant, qui ne fait que paraphraser le précédent lorsqu'on se limite aux 
objets quasi-nilpotents (voir définition 5.4 et la remarque suivant la proposition 5.5. dans [3]) : 

Corollaire 4.6. La catégorie des R[x] modules M munis d'une cr-dérivation quasi-nilpotente est 
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équivalente à celle des i?[x]-modules de Higgs H quasi-nilpotents. 

Les corollaires 4.3 et 4.6 restent évidemment vrais lorsque l'on étend les scalaires, par exemple de 
R à Q (ou tout autre anneau intermédiaire), ou avec des anneaux de séries formelles en x (avec 
conditions de convergence éventuelle) à la place de R[x]. 

Remarque. L'application $ : Z q — > Z q ci-dessus est naturellement la restriction de l'application 

- . x p ~ 1 5 p 

$ : D„ — > D„ définie par $(ô l ) — D^VÏ) (e.g. $((5) = -). On peut alors reformuler, dans le 

[p-lj! 

corollaire 4.6, le passage de M à H comme la considération des points fixes de M par $ (cf. [5], 
Def. 4.9, prop. 5.7 pour le cas analogue en caractéristique p > 0). 

Signalons pour terminer qu'il n'y a aucune difficulté à étendre, pour n > 1 , ces résultats au cas où 
q est une racine primitive p n -ième de l'unité. 
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